
Lec 43 Taylor级数

设 f(x)在 Ū(x0, δ) := (x0 − δ, x0 + δ)上有 n + 1阶导数,则对 ∀x ∈ Ū(x0, δ),有 f(x) =
n∑

m=0

f (m)(x0)

m!
(x−x0)

m+
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x−x0)

n+1,其中 ξ在 x0和 x之间. 其中Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x−

x0)
n+1.称此为 f(x)在 x0处的 n阶 Taylor多项式,Rn(x)为 Lagrange余项.

43.1 Taylor级数

定理 43.1

♡

若 f(x) ∈ C∞(Ū(x0, δ)),则 f(x)在 x0处能展开成 Taylor级数

f(x) =
∞∑

m=0

f (m)(x0)

m!
(x− x0)

m, ∀x ∈ Ū(x0, δ)

的充要条件是: lim
n→∞

Rn(x) = lim
n→∞

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1 = 0, ∀x ∈ Ū(x0, δ).

证明 必要性:已知 f(x) ∼
∞∑

m=0

f (m)(x0)

m!
(x− x0)

m,则部分和 Sn(x) =
n∑

m=0

f (m)(x0)

m!
(x− x0)

m →

f(x), n → ∞, ∀x ∈ Ū(x0, δ), 此时 f(x) =
∞∑

m=0

f (m)(x0)

m!
(x − x0)

m =
n∑

m=0

f (m)(x0)

m!
(x − x0)

m +

∞∑
m=n+1

f (m)(x0)

m!
(x − x0)

m = Sn(x) + Rn(x), 因此 Rn(x) = f(x) − Sn(x) → 0, n → ∞, ∀x ∈

Ū(x0, δ).

充分性:f(x) ∈ C∞(Ū(x0, δ)) ⇒ f(x) ∈ Cn+1(Ū(x0, δ)),f(x) =
n∑

m=0

f (m)(x0)

m!
(x − x0)

m +

Rn(x),由已知条件 lim
n→∞

Rn(x) = 0, ∀x ∈ Ū(x0, δ),则取n → ∞时, lim
n→∞

f(x) = lim
n→∞

n∑
m=0

f (m)(x0)

m!
(x−

x0)
m.

定理 43.2

♡

若 f(x) ∈ C∞(Ū(x0, δ)),则 f(x)在 x0处能展开成 Taylor级数

f(x) =
∞∑

m=0

f (m)(x0)

m!
(x− x0)

m, ∀x ∈ Ū(x0, δ)

的充分条件为:f (n)(x) 在 Ū(x0, δ) 中一致有界, 即 ∃M > 0, 使得 |f (n)(x)| ≤ M, ∀x ∈
Ū(x0, δ).

证明 由 f ∈ C∞(Ū(x0, δ)) ⇒ f(x) =
n∑

m=0

f (m)(x0)

m!
(x−x0)

m+Rn(x),其中Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x−
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x0)
n+1, |Rn(x)| =

|f (n+1)(ξ)|
(n+ 1)!

|x − x0|n+1 ≤ M

(n+ 1)!
|x − x0|n+1 → 0, n → ∞, ∀x ∈ Ū(x0, δ).即

lim
n→∞

Rn(x) = 0, ∀x ∈ Ū(x0, δ).由上一定理即可得证.

43.2 七个常用的 Taylor级数

1. ex =
∞∑
n=0

xn

n!
, ∀x ∈ R ⇒ ax = ex ln a =

∞∑
n=0

(ln a)n

n!
xn, ∀x ∈ R.

2. sin x =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
, ∀x ∈ R.

3. cos x =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
, ∀x ∈ R.

4. (1 + x)α =
∞∑
n=0

(
α

n

)
xn, ∀x ∈ (−1, 1).

5.
1

1 + x
=

∞∑
n=0

(−1)nxn, ∀x ∈ (−1, 1).

6. ln(1 + x) =
∞∑
n=1

(−1)n−1x
n

n
, ∀x ∈ (−1, 1].

7. arctan x =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
, ∀x ∈ (−1, 1).

证明 对于初等函数,其 Taylor展开中的余项 Rn已知,因此只要检验当 n → ∞时,余项的极限
是否为零即可.

1. 指数函数 f(x) = ex：当 |x| < M 时,|f (n)(x)| = |(ex)(n)| = |ex| ≤ eM （n = 1, 2, . . .）,且
f (n)(0) = 1,所以

ex =
∞∑
n=0

xn

n!

又因为M 是任意的,所以上面的展开式对所有实数成立.特别取 x = 1,有

e =
∞∑
n=0

1

n!
.

2.
∣∣∣∣ dn

dxn
sin x

∣∣∣∣ = | sin(x+
nπ

2
)| ≤ 1.

3.
∣∣∣∣ dn

dxn
cos x

∣∣∣∣ = | cos(x+
nπ

2
)| ≤ 1.

4. 二项式函数 f(x) = (1 + x)α（α为任意实数）：

用类似上面的方法也可以得到二项式 (1 + x)α的 Taylor展开式.为避免估计余项的困难,
可用下方法.
因为

f (n)(0) =
dn

dxn
(1 + x)α

∣∣∣∣
x=0

= α(α− 1) · · · (α− n+ 1),

2
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所以二项式 (1 + x)α的Maclaurin系数为

1 + αx+
α(α− 1)

2!
x2 +

α(α− 1)(α− 2)

3!
x3 + · · ·

由于

lim
n→∞

∣∣∣∣α(α− 1) · · · (α− n)

n!

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣α− n

n+ 1

∣∣∣∣ = 1,

放这个系数的收敛半径为 1.为了证明它在收敛区间 (−1, 1)上的和函数就是 (1 + x)α,设

F (x) = 1 +
∞∑
n=1

α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
xn,

通项求导得

F ′(x) =
∞∑
n=1

α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

(n− 1)!
xn−1.

以 1 + x乘以等式两端,并合并右端 x的同次幂系数就得到了关系式

(1 + x)F ′(x) = αF (x).

解此微分方程并注意到 F (0) = 1,即可算得

F (x) = (1 + x)α.

当 α是自然数时,(1 + x)的展开式就是熟知的二项式定理.

5. 取 α = −1,得到
1

1 + x
=

∞∑
n=0

(−1)nxn.

6. 对
1

1 + x
=

∞∑
n=0

(−1)nxn两边求积分,得到 ln(1+x) =
∞∑
n=1

(−1)n−1x
n

n
. 且 ln 2 =

∞∑
n=1

(−1)n−1 1

n
.

故 x = 1时,
∞∑
n=1

(−1)n−1 1

n
= ln 2.也收敛,故收敛域为 (−1, 1].

7. 对
1

1 + x2
=

∞∑
n=0

(−1)nx2n两边求积分,得到 arctan x =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
.

例 43.1将下列函数在指定点 x0处展开成 Taylor级数:
1.

1

x2 + 3x+ 2
在 x0 = 4, 0,−3;

2. sin2 x在 x0 = 0;
3. ex在 x0 = 5;
4. log5 x在 x0 = 1.
5. x arctan x− ln

√
1 + x2在 x0 = 0.

6. f(x) =

e
1
x2 , x ̸= 0,

0, x = 0.
在 x0 = 0.

7.
∫ x

0

e−u2

du在 x0 = 0.

8.
∫ x

0

sin u

u
du在 x0 = 0.

解

3
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1. (a). x0 = 4:
1

x2 + 3x+ 2
=

1

x+ 1
− 1

x+ 2
=

1

5

1

1 + x−4
5

−1

6

1

1 + x−4
6

=
1

5

∞∑
n=0

(−1)n
(x− 4)n

5n
−

1

6

∞∑
n=0

(−1)n
(x− 4)n

6n
.
∣∣∣∣x− 4

5

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣x− 4

6

∣∣∣∣ < 1 ⇒ −1 < x < 9.

(b). x0 = 0:
1

x2 + 3x+ 2
=

1

x+ 1
− 1

x+ 2
=

1

1 + x
−1

2

1

1 + x
2

=
∞∑
n=0

(−1)nxn−1

2

∞∑
n=0

(−1)n
xn

2n
.

|x| < 1,
∣∣∣x
2

∣∣∣ < 1 ⇒ −1 < x < 1.

(c). x0 = −3:
1

x2 + 3x+ 2
=

1

x+ 1
− 1

x+ 2
=

1

−2

1

1 + x+3
−2

− 1

−1

1

1 + x+3
−1

= −1

2

∞∑
n=0

(−1)n
(x+ 3)n

2n
+

∞∑
n=0

(−1)n(x+ 3)n.
∣∣∣∣x+ 3

−2

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣x+ 3

−1

∣∣∣∣ < 1 ⇒ −4 < x < −2.

2. sin2 x =
1− cos 2x

2
=

1

2
− 1

2

∞∑
n=0

(−1)n
(2x)2n

(2n)!
=

1

2
−

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
. |x| < ∞.

3. ex = e5ex−5 = e5
∞∑
n=0

(x− 5)n

n!
=

∞∑
n=0

e5
(x− 5)n

n!
. |x− 5| < ∞ ⇒ −∞ < x < ∞.

4. log5 x =
ln x

ln 5
=

ln(1 + (x− 1))

ln 5
=

1

ln 5

∞∑
n=1

(−1)n−1 (x− 1)n

n
=

∞∑
n=1

(−1)n−1

n ln 5
(x − 1)n. |x −

1| < 1 ⇒ 0 < x < 2.

5. f ′(x) = arctan x =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
, |x| ≤ 1 ⇒

f(x) =

∫ x

0

arctan u du =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+2

(2n+ 1)(2n+ 2)
, |x| ≤ 1.

6. e−u2

=
∞∑
n=0

(−1)n
u2n

n!
, |u| < ∞ ⇒

∫ x

0

e−u2

du =

∫ x

0

∞∑
n=0

(−1)n
u2n

n!
du =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)n!
, |x| < ∞.

7.
sin u

u
=

∞∑
n=0

(−1)n
u2n

(2n+ 1)!
, |u| < ∞ ⇒

∫ x

0

sin u

u
du =

∫ x

0

∞∑
n=0

(−1)n
u2n

(2n+ 1)!
du =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)(2n+ 1)!
, |x| < ∞.

注题 6中的 f(x)在 x0 = 0存在 Taylor级数:
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn =

∞∑
n=0

0

n!
xn = 0.但是 f(x)在 x0 = 0

处的 Taylor级数并不收敛于 f(x).
� 作业 ex7.3:5(2)(3)(4)(6),6(1)(2)(4)(5)(7);CH7:2.
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